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1 導入
トロピカル幾何学は区分的線形凸関数を扱う幾何学であり，近年，大きな発展を遂げて
いる [4]．
実数の演算として和を最大値，積を通常の加法とすると交換法則と分配法則を満たす．
最大値と和をトロピカル演算と呼び，トロピカル演算による多項式 f をトロピカル多項
式とよぶ．n変数トロピカル多項式 f をRn上の関数としてみたとき，f が線形でない点
の集合を V (f)と書き，f で定まるトロピカル超曲面という．特に，n = 2の場合に V (f)
はトロピカル平面曲線という．
V (f)は区分的に線形な平面グラフで（以下，「折れ線グラフ」という），V (f)の辺には
重複度を表す正整数の重みがついており，釣り合い条件を満たす．f の各項の係数から f
のNewton多角形の細分 Subdivf が定まり，V (f)は Subdivf の双対グラフとなる．つま
り，V (f)の分岐点と辺は Subdivf の面と辺にそれぞれ対応している [5]．
ここで，トロピカル平面曲線の特徴づけとして，Mikhalkinによる次の定理が知られて
いる [5]．
定理 1.1 ([5]) 各辺の法線ベクトルが整数ベクトルとしてとれる重みつき折れ線グラフ  
が，各点における釣り合い条件を満たすとき，あるトロピカル多項式 f が存在して  は
V (f)に一致する．
しかもこの定理の証明から，折れ線グラフが釣り合い条件を満たすことが分かれば具体
的にトロピカル多項式を構成することができる．
しかし，釣り合い条件を調べるためには方向ベクトルや重さなど具体的なグラフの情報
が精密に必要であり，折れ線グラフがトロピカル平面曲線となるかを判定する場合には不
向きであった．そこで本論文では，よりトポロジカルな条件でトロピカル平面曲線の判定
を行うために，トロピカル平面曲線の補空間に注目した．
ここで，非特異性について説明する．V (f)の分岐点・辺上の点 pにおいて，対応する
Subdivf の面・辺がそれぞれ正則であるとき，pを非特異点といい，V (f)の任意の点が非
特異点であるとき V (f)は非特異であるという．本論文では，適当に重みを与えてよいこ
とにすると制約が緩くなりすぎるので，V (f)が非特異な場合に限定する．
本論文では，補空間の有界領域の数が 3以下の場合に非有界領域の数の上界を与えた．
主定理 dを正整数とする．非特異な d次トロピカル平面曲線 V (f)に対して，その補空
間の有界領域の数を i，非有界領域の数を kとする．このとき，(i; d; k)は以下をみたす．
（I）i = 0のとき，d  1であり，
d = 1; 2ならば k  d2 + 2，
d  3ならば k  2d+ 1となる．
（II）i = 1のとき，d  3であり，k  9となる．
（III）i = 2のとき，d  4であり，k  10となる．
（IV）i = 3のとき，d  4であり，k  12となる．
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各 (i; d)に対して，kの最大値を与えるトロピカル多項式 f は全て存在する．
また，i = 1の場合については V (f)の位相同型類を分類した．
細分を忘れることで，主定理は以下の定理に帰着される．ここでの価数とは，トロピカ
ル平面曲線上の点 pから出る辺の重複度を含めた本数とし，val(p)で表す．
定理 1.2 dを正整数とする．d次トロピカル多項式 fが定めるトロピカル平面曲線の頂点
を pとし，pに対応する格子多角形の内部の格子点の個数を iとする．このとき，各 iに
対して，次が成り立つ．
（I）i = 0のとき，d  1であり，
d = 1; 2ならば val(p)  d2 + 2，
d  3ならば val(p)  2d+ 1となる．
（II）i = 1のとき，d  3であり，val(p)  9となる．
（III）i = 2のとき，d  4であり，val(p)  10となる．
（IV）i = 3のとき，d  4であり，val(p)  12となる．
各 (i; d)に対して，val(p)の最大値を与えるトロピカル多項式 f は全て存在する．
証明の手法としては，pに対応する格子多角形の面積の最大値を求めることで，Pickの
公式を用いて価数の最大値を求めた．
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2 準備
準備としてトロピカル幾何学の基本的な概念と性質を説明する．
2.1 トロピカル演算
定義 2.1 (トロピカル半環) 実数全体の集合Rに対し，以下のように２つの演算，を
定義する．
任意の実数 a; bに対して，
1. a b := maxfa; bg，
2. a b := a+ b．
と定める．
命題 2.1 (R;;)は可換半環である．すなわち上の演算は，以下を満たす．
 結合法則 (a b) c = a (b c); (a b) c = a (b c)．
 交換法則 b a = a b; b a = a b．
 分配法則 a (b c) = (a b) (a c)．
命題 2.2 R 上で のべき等法則 a a = aが成り立つ．
(R;;)をトロピカル半環といい，Rtropとも書く．
T := R [ f 1gにも自然に順序を定めると， とが定義できる．(T ;;)は命題
2.1，2.2をみたす．さらに，T は以下の性質をもつ．
注意 2.1 T は次の性質を持つ．
  の単位元は 1である（"とも書く）．
  の逆元は必ずしも存在しない．
  の単位元は 0である（eとも書く）．
  に関して， 1以外の元には逆元が存在する．
(T ;;)をトロピカル半体という．
命題 2.3  1は吸収的零である．
すなわち，T 上の任意の aに対して，a ( 1) =  1 =  1 aが成り立つ．
注意 2.2 とを通常の演算のように記し，誤解を生む恐れのある場合は，“ ”で囲む
こととする．
 a b =“a+ b”．
 a b =“ab”．
例 2.1 1 5 = 5，2 6 = 8．
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2.2 トロピカル平面曲線
定義 2.2 (トロピカル多項式) トロピカル多項式とは，
f = “
X
(i1;:::;in)2
ai1inx
i1    xin”
= maxfai1in + i1x1 +   + inxn j (i1; : : : ; in) 2 g
の形の式である．ただし，ai1:::in 2 R;  Nnは有限集合である．
n変数トロピカル多項式全体Rtrop[xi;    xn]は半環になる．
トロピカル多項式 f 2 Rtrop[x1;    xn]に対して，単項式“ai1inxi1    xin”= ai1in +
i1x1 +    + inxnは，関数として x1; : : : ; xnの１次関数なので，f は有限個の一次関数の
値の最大値を取ったものとなる．これより，トロピカル多項式 fは区分的に線形で下に凸
な関数を表す．
注意 2.3 定数項以外の 0は省略して表記する．
例えば，
“0 + x+ y”=“0 + 0x+ 0y” = maxf0; 0 + x; 0 + yg
= maxf0; x; yg
となる．
注意 2.4 見た目の異なる多項式でも同じ関数を表していることがある．
例えば，
“1 + 1x+ 1x2” = “1 + 1x2”
= maxf1; 2x+ 1g
となる．
以下，2変数 x; yの場合のみ考える．
定義 2.3 (トロピカル平面曲線) f(x; y)をトロピカル多項式関数とし，f の定める
トロピカル平面曲線 V (f)を
V (f) := fx 2 R2 j f がR2上線形でない点 g
= fx 2 R2 j f が xで２つ以上の項で最大値を取る g
と定義する．
V (f)は区分的に線形な平面グラフの台である．平面の位相は通常の位相で考える．
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例 2.2 トロピカル多項式関数 f(x; y) =“0+x2+ y+xy”のトロピカル平面曲線 V (f)は，
図 2のように，x = 0, y = 0 (x  0), y = x (x  0)からなる 3本の半直線の和集合であ
る．また，図 2に書かれた 0; x2; y; xyは最大値をとる項を表す．
O
y
x
V (f)
xy
0 x2
y
図 1: V (f) =“0 + x2 + y + xy”
定義 2.4 (重み) fをトロピカル多項式，EをV (f)の辺とする．このとき，辺Eの重みw(E)
を，Eに隣り合う 2つの領域で最大値をとる単項式のべきの差の最大公約数と定義する．
つまり，“a1xi1yj1”と“a2xi2yj2”の境界になる辺の重みは gcd(i1   i2; j1   j2)となる．
定義 2.5 (原始方向ベクトル) 以下をみたすベクトル vを原始方向ベクトルという．
 vは整数ベクトル．
 成分同士の最大公約数が 1．
定義 2.6 (釣り合い条件) V (f)の頂点 p 2 V (f)に対して，E1;    ; Enは pを端点とする
辺，vkを pを始点とするEkの原始方向ベクトルとする．このとき，
nX
k=1
w(Ek)vk =
 !
0
が成り立つことを釣り合い条件という．
注意 2.5 pが V (f)の辺上にあるときは pから辺に沿って両側に原始方向ベクトルをとれ
ばよいので，V (f)上の任意の点 pで釣り合い条件が成り立つ．
定理 2.1 任意のトロピカル平面曲線は，各点において釣り合い条件を満たす．
例 2.3 f(x; y) =“0+x2+ y+xy”の辺E1;    ; E4の重みは，w(E1) = w(E2) = w(E3) =
1; w(E4) = 2．また，これは釣り合い条件を満たす．
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図 2: V (f) =“0 + x2 + y + xy”
定理 2.2 ([5]) 各辺の法線ベクトルが整数ベクトルとしてとれる重みつき折れ線グラフ  
が，各点における釣り合い条件を満たすとき，あるトロピカル多項式 f が存在して  は
V (f)に一致する．
注意 2.6 定理 2.2について，[5]では一般次元について述べられている．
2.3 Newton多角形とその細分
定義 2.7 (Newton多角形) 2変数トロピカル多項式は
f =“
X
(i;j)2N2
aijx
iyj”2 T [x; y]
で表される．ただし，f 6=  1，有限個の (i; j)を除いて aij =  1とする．
R2での凸多角形
Convf(i; j) 2N 2 j aij 6=  1g  R2
を f のNewton多角形といい，f で表す．
定義 2.8 (細分) トロピカル多項式
f =“
X
(i;j)2
aijx
iyj”
（ただし，aijは実数， Nnは有限集合とする．）
に対し，
~f := Convf(i; j; ) j (i; j) 2 ;   aijg  R2 R
とし，~f の余次元１以上の面の全体集合を Sf とする． : R2R  ! R2を（第一成分
への）射影とするとき，Newton多角形 f (= ( ~f ))を (Sf )で分割した多面体複体を
Subdivf と定義する．
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定理 2.3 ([5]) トロピカル平面曲線 V (f)と Subdivf は，次の双対関係にある．
 V (f)の分岐点・辺と Subdivf の面・辺の間に包含関係を逆転させる１対１対応が
ある．
 V (f)と Subdivfを同じR2の部分集合とみると，対応する辺は標準内積で直交する．
この定理から，トロピカル平面曲線 V (f)を求めるには Subdivf を求めれば良いことが
わかる．
定義 2.9 (格子多面体) M ' Zn，MR =M 
R ' Rnとし，をMR内の多面体とする．
の全ての頂点がM に属するとき，を格子多面体という．
定義 2.10 (格子単体) 格子多面体が単体であるとき，は格子単体であるという．
定義 2.11 (正則) は格子単体で，とM の次元は一致しているとする．v0;    ;vkを
の各頂点とする．ベクトル v1   v0，  ，vk   v0がM の基底になっているとき，は
正則であるという．
例 2.4 M = Z2, MR = R2; = Convf(0; 0); (0; 1); (1; 0)g，v0 = (0; 0);v1 = (1; 0);v2 =
(0; 1)とする．
v1 v0 = (1; 0);v2 v0 = (0; 1)より，任意の整数 a; bに対して，a(1; 0)+b(0; 1) = (0; 0)
ならば，(a; b) = (0; 0)．よって v1   v0;v2   v0は一次独立である．
また，v1   v0;v2   v0はZ2のZ基底である．したがって，は正則三角形である．
注意 2.7 正則三角形の各辺は正則線分である．
注意 2.8 v0としてどの頂点をとってもよい．例 3:1において，各 vi(i 2 0; 1; 2)を v0 =
(1; 0);v1 = (0; 0);v2 = (0; 1)とする．v1 v0 = ( 1; 0);v2 v0 = ( 1; 1)より，a( 1; 0)+
b( 1; 1) = (0; 0) ならば，(a; b) = (0; 0)．よって v1   v0;v2   v0は一次独立である．
また，v1   v0;v2   v0はZ2のZ基底である．
注意 2.9 が正則単体であるとは以下と同値．
det
0B@v1   v0...
vn   v0
1CA = 1
例 2.5 n = 3のとき， = (v0;v1;v2;v3)，v0 = (0; 0; 0);v1 = (0; 1; 1);v2 = (1; 0; 1);v3 =
(1; 1; 0)とする．このとき，
det
0B@v1   v0v2   v0
v3   v0
1CA = det
0B@0 1 11 0 1
1 1 0
1CA = 2
より，は正則でない．
定義 2.12 (特異点) トロピカル平面曲線 V (f)の分岐点 pの対応する Subdivf の面が正則
三角形であるとき，pは非特異点であるという．非特異でない点を特異点という．V (f)
上の任意の分岐点が非特異点であるとき，V (f)は非特異であるという．非特異でないと
き，特異であるという．
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2.4 交点数と価数
定義 2.13 (Zアフィン変換) ' : R2 ! R2が，あるA 2 GL(2;Z)と，あるR2上の bが
存在して，'(x) = Ax+ bをみたすとき，'はR2のZアフィン変換という．
定義 2.14 (局所交点数) トロピカル平面曲線C，Dに対し，CとDの交わりは高々有限
個であるとする．また，P を CとDの交点の 1つとする．P に対してEc，Edをそれぞ
れP を含むC，Dの辺とし，vc，vdをそれぞれEc，Edの原始方向ベクトルとする．（Ec，
Edの向きはどちらでもよい．）このとき，P でのCとDの局所交点数を，
iP (C;D) := w(Ec)w(Ed) j vC ^ vD j
と定める．
定義 2.15 (交点数) 上の条件のもとで，CとDの交点数を
i(C;D) :=
X
P2C\D
iP (C;D)
と定める．
注意 2.10 ([8]) 2つの曲線の辺が重なるように交わる場合も，交わりが高々有限集合に
なるように少しずらして定義すると，ずらし方に関わらず定まる事が示される．
定義 2.16 (P 2上の局所交点数) トロピカル平面曲線C，Dに対し，C，Dの交わりは高々
有限集合で，P をCとDの交点の一つとする．Ec，EdはP を含むC，Dの辺，m1，m2
をEc，Edの原始方向ベクトルとする．このとき，P 2上の局所交点数を以下のように定
義する．
（i）P 2の内部
P 2の内部での局所交点数はR2上と同様に局所交点数 ip(Ec; Ed)を定義する．
（ii）P 2の頂点を除いた辺上
P 2の頂点を除いた辺上では，C;Dは必ず x =  1に直交している．このとき，
局所交点数 ip(Ec; Ed)を
iP (Ec; Ed) := w(Ec)w(Ed)
と定義する．
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（iii）P 2の頂点上
格子の基底を取り変えて，vc = (a; b);vd = (c; d)と表したとき，
ip(Ec; Ed) := w(Ec)w(Ed)minfad; bcg
と定義する．
定理 2.4 (トロピカル・ベズーの定理 [8]，[2]，[9]) P 2内のトロピカル平面曲線C，Dに
対し，CとDの交点数 i(C;D)は重複度も込め，degC・degDに等しい．
定義 2.17 (価数 [13]) トロピカル平面曲線V (f)の辺をEとする．V (f)上の点pに対して，
val(p) :=
X
p2E
w(E)
と定義する．これを点 pの価数と呼ぶ．つまり価数とは，点 pから出る辺の重複度を込
めた本数となる．
定義 2.18 (局所トロピカル平面曲線) あるトロピカル多項式 f に対して，V (f)の点 pと
V (f)内の pの近傍 U の組 (p; U)を局所トロピカル平面曲線 と呼ぶ．
次のような関係～を与えるとする．
(p; U)～(p0; U 0) , あるZアフィン変換  と と pを含む近傍W  U，p0を含む近傍
W 0  U 0が存在して，W 0 = (W )，p0 = (p)を満たす．
～は同値関係である．
補題 2.1 ([13]) 局所トロピカル平面曲線の同値類に対して，各局所トロピカル平面曲線
に対応する格子多角形はZアフィン変換で移りあう．
注意 2.11 価数は局所トロピカル平面曲線の不変量である．
定義 2.19 (格子長) uはある原始方向ベクトル，  0とする．Qn上のベクトル vに対
し，v = u となる を vの格子長と呼ぶ．
また，本論文の主定理や定理のアイデアを得るにあたり，以下の補題を参考にしたので
紹介しておく．
補題 2.2 ([13]) dを自然数で，d  4とする．d次トロピカル多項式 f が定めるトロピカ
ル平面曲線の点 pと pに対応する格子多角形の内部の格子点の個数を iとおくと，次が成
り立つ．
val(p)  3d  t
ただし，tは (d 1)(d 2)
2
  iが 0; 1; 2; 3に応じて t = 0; 2; 3; 3とする.
この補題では dごとに価数をみていたが，本論文では iごとに価数をみた．
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3 主結果
3.1 特異点の価数に関する定理とその準備
まず，特異点の価数に関して以下の定理が成り立つ．
定理 3.1 d次トロピカル多項式 f が定めるトロピカル平面曲線の頂点を pとし，pに対
応する格子多角形の内部の格子点の個数を iとする．このとき，各 iに対して，次が成り
立つ．
（I）i = 0のとき，d  1であり，
d = 1; 2ならば，val(p)  d2 + 2，
d  3ならば，val(p)  2d+ 1となる．
（II）i = 1のとき，d  3であり，val(p)  9となる．
（III）i = 2のとき，d  4であり，val(p)  10となる．
（IV）i = 3のとき，d  4であり，val(p)  12となる．
定理 3.1の証明の方針としては，pに対応する格子多角形の面積の最大値を求めること
で，以下の Pickの公式を用いて価数の最大値を求めた．
定理 3.2 (Pickの公式 [7]) 平面内で次の条件を満たす多角形が与えられているとする．
 の全ての頂点は格子点である．
 内部に穴が開いていない．
このとき，Sをの面積，iを内部の格子点の個数，nを辺上の格子点の個数とすると，
S = i+
1
2
n  1
が成り立つ．
（I）から示す．そのために，有界閉凸集合Kに対して，格子幅W (K)を定義する．
定義 3.1 (格子幅) R2の空でない有界閉凸集合Kに対して，格子幅W (K)を
W (K) := minfW (K; u) j u 2 Z2 n f0gg
ただし，W (K; u) := maxftux j x 2 Kg  minftux j x 2 Kg(u 2 R2)と定義する．
また，2本の平行線 l，mに対して平行な原始方向ベクトルを vとし，l上の点L，m上
の点M をとる．格子幅W (l;m)を，
W (l;m) := j  !LM  vj
と定義する．W (l;m)は L，M の取り方によらず l;mから決まる．
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（I）に関して，以下を用いて格子幅を制限する．
定理 3.3 ([1]) KはR2上の空でない閉凸集合で，Kの内部はZ2と共通部分を持たない
とする．このとき，
W (K)  1 + 2p
3
が成り立つ．
これらをふまえて，まずは（I）を示す．
3.2 定理の証明
3.2.1 内部の格子点が 0個の場合
証明 (定理 3:1（I）) i = 0とする．K が格子多角形であるから，W (K)は整数であり，
定理 3:3から，W (K) = 1; 2である．
dを d次式のNewton多角形のち最大のもの，Kを pに対応する格子多角形，A(K)を
Kの面積，A(K)の値が最大となるようなKをK 0とする．
d = 1; 2ならばdは内部にある格子点を持たないのでK 0はdに一致する．よって
A(K)  1
2
・d2
となり，Pickの公式より
val(p)  2・1
2
・d2   0 + 2
= d2 + 2
となる．
d = 1 d = 2
図 3: K 0の例
d  3のときは， W (K)に関して場合分けをする．
W (K) = 1のとき，lK1 ，lK2 をKの支持直線とする．lK1 ，lK2 上にKの頂点はそれぞれ 1
つか 2つ存在していて，
(Kの頂点) = (lK1 上の頂点) [ (lK2 上の頂点)
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が成り立っている．Kと lk1，lK2 の共通部分の格子長の和が最大値をとるときにA(K)は
最大値をとるから，lK1 または lK2 がdの一辺と重なればよい．これより，
A(K)  1
2
fd+ (d  1)g
 2d  1
2
となる．
d = 4
図 4: K 0の例
W (K) = 2のとき，lK1 ，lK2 上にK の頂点はそれぞれ 1つか 2つ存在している．また，
lK1 ，lK2 と等距離にある直線を l3（l3は lK1 ，lK2 と平行）とすると，lK3 上にあるKの頂点の
個数は 0または 1または 2なので，五角形，六角形の場合 l3上に頂点が存在する．
（i）六角形
このとき，頂点は lK1 ，lK2 ，l3上にそれぞれ 2つずつ存在している．lK1 上の頂点を P，Q，
lK2 上の頂点をR，Sとする．（PS，QRは交わる．）残りの l3上の頂点を T，U とすると，
(TU の格子長) > (PQSR \ l3の格子長)
=
1
2
(PQの格子長+RSの格子長)
 1
より，TU の内部にある格子点として格子点が存在する．したがって i = 0に矛盾する．
（ii）五角形
Kの頂点が lK1 ，lK2 上に 2つ，l3上に 1つ存在しているときは六角形と同様に矛盾する．
Kの頂点が lK1 上に 1つ，lK2 ，l3上に 2つ存在しているときを考える．i = 0より，TU の
格子長は 1となる．しかし，RS  2のとき，4PRSに対して中点連結定理より
(TU の格子長) > 1
2
RS
 1
となり，矛盾する．RS = 1のとき，TU = RS，TU とRSは平行なので TRと USも平
行となる．lK1 上にあるKの頂点P は，Kが凸より，TRとUSで挟まれる領域上にある．
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しかし，TU の格子長が 1と，TRとUSが平行であることより，TRとUSの間に格子点
を持たない．これより，P は TR上またはUS上にある．このとき，Kは四角形なので矛
盾する．
（iii）四角形
i = 0より，
1  (K \ l3の格子長)
である．また，
(K \ l3の格子長)  1
2
(K \ lK1 の格子長) + (K \ lK2 の格子長)
となる．これより，
2  (K \ lK1 の格子長) + (K \ lK2 の格子長)
なので，
(K \ lK1 の格子長; K \ lK2 の格子長) = (2; 0); (0; 2); (1; 1)
である．
（i）(K \ lK1 の格子長; K \ lK2 の格子長) = (2; 0)のとき
Kの頂点は，lK1 上に 2点，lK2 上に 1点，l3上に 1点ある．4PQRに対して，中点連結定
理より，
(4PQR [Kの格子長) = 1
これより，Kは三角形になりKが四角形であることに矛盾する．
（ii）(K \ lK1 の格子長; K \ lK2 の格子長) = (1; 1)のとき
Kの頂点は，lK1 上に 1点，lK2 上に 2点，l3上に 2点ある．このとき，i = 0から，Kの全て
の辺は格子長 1であり，Kは平行四辺形である．これより，W (K) = 1となり，W (K) = 2
に矛盾する．
（iv）三角形
このとき，A(K)の範囲は d = 2のときと同じ．
以上より，
A(K)  2d+ 1
となる．
W (K) = 3のとき，補題 3:3の対偶より i = 0に矛盾する．
したがって，W (K) = 1のみので，Pickの公式より，
val(p)  2・2d  1
2
  0 + 2
 2d+ 1
となる．□
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3.2.2 内部の格子点が 1個の場合
次に，（II）を示す．そのために，反射的多面体を定義する．
定義 3.2 (反射的) R2内の格子凸多角形K が以下をみたすとき，K は反射的であると
いう．
（i）内部にある格子点は原点のみである．
（ii）a; bを整数とする．全ての辺が，
ax+ by + 1 = 0
の形の定義方程式を持つ直線上にある．
また，i = 1の場合のKに関して以下が成り立っている．
命題 3.1 i = 1のとき，Kは反射的多面体である．
証明 内部にある格子点をO(0; 0)とする．内部にある格子点から頂点へのベクトルは原
始方向ベクトルであるから，Zアフィン変換をすることでKの格子点をP (0; 1)としてよ
い．P に隣接する 1頂点をQ(p; q)とおき，pは正とする．このとき，p; q は整数で，OQ
上には格子点がないことから gcd(p; q) = 1をみたしている．P，Qを含む辺は a; bを実数
として，
ax  y + 1 = 0
で表される．aは整数でないと仮定する．PQ;OQの直線の式はぞれぞれ，
PQ : y =
q   1
p
x+ 1
OQ : y =
q
p
x
となる．格子点R

1;
h
q
p
i
+ 1

について，4OPQの内部にある格子点となるかどうかを
調べる．PQの x = 1との交点は

1; q 1
p
+ 1

．p = 1ならば aは整数であり矛盾．以下，
p  2とする．q 6 0 mod p，q 6 1 mod pより，
q
p

=

q   1
p

<
q   1
p
となる．したがって，
h
q
p
i
+ 1 < q 1
p
+ 1より，Rは PQより下にある．OQの x = 1との
交点は

1; q
p

．q 6 0 mod pより，
q
p

+ 1 >
q
p
となる．したがって，Rは4OPQの内部にある．以上より，K上に内部にある格子点を
含んでしまうので aは整数．これより，Kは反射的である．
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証明 (定理 3:1（II）) i = 1とする．d  2ならば i = 1となるKが存在しないので d  3
としてよい．
命題 3:1より，Kは反射的多面体である．2次元の反射的多面体の同値類は図 5の 16通
りなので，
図 5: 反射的多面体のZアフィン同値類
A(K)  9
2
となり，Pickの公式より，
val(p)  9
となる．□
3.2.3 内部の格子点が 2個の場合
次に，（II）を示すために下が成り立つことを示す．
補題 3.1 K は A(0; 0)，B(1; 0)のみを内部にある格子点に持つ格子多角形とする．この
とき，Kの頂点は全て
( 1; 0) [ (2; 0) [ f(x; y) j x; y 2 Z; y = 1g [ f(x; y) j x; y 2 Z; y =  1g
に含まれる．
証明 Kの頂点が (i) y > 1に含まれるとき，(ii) y <  1に含まれるとき，(iii) y = 0に
含まれるときに分けて考える．
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(i)Kの頂点が y > 1に含まれるとき
任意の整数 nに対して y = 1上の格子点をN(n; 1) とし，N をKに含んでしまうような
頂点の範囲を考える．直線AN の式は，
AN :
(
y = 1
n
x (n 6= 0)
x = 0 (n = 0)
(1)
となり，直線BN の式は，
BN :
(
y = 1
n 1x  1n 1 (n 6= 1)
x = 1 (n = 1)
(2)
となる．
N をA，Bと作る三角形の内部にある格子点として含むような頂点の範囲は y > 1か
つ (1)，(2)，(3)，(4)で囲まれる領域（境界含む）となる．この領域をそれぞれ，
D1 :=
8>><>>:
y  x
x  1
y > 1
D0 :=
8>><>>:
x  0
y   x+ 1
y > 1
Dn :=
8>><>>:
y  1
n
x
y  1
n 1x  1n 1
y > 1
(n > 1)
Dn :=
8>><>>:
y  1
n
x
y  1
n 1x  1n 1
y > 1
(n <  1)
とおいておく．（図 6）
A
y
xB
D 1D 2 D1
図 6: Dn
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ここで，y = 1，Dn，Dn+1で囲まれる開領域をEnとする．つまり，
E0 :=
(
0 < x < 1
y > 1
En :=
8>><>>:
y < 1
n
x
y > 1
n
x  1
n
y > 1
(n > 1)
En :=
8>><>>:
y > 1
n
x
y < 1
n
x  1
n
y > 1
(n <  1)
とする．（図 7）
A
y
xB
E0E 1E 2 E1
図 7: En
Enについて考えると，(1; 0)，(n   1; 1)がZ2の基底となるので，En上の任意の格子
点は境界上に存在する．これより，En上に格子点は存在しない．したがって，
1[
n
(Dn [ En) = f(x; y) 2 R j y > 1，x  1g．
よって，y > 1では，どの格子点を頂点として与えても y = 1上の格子点をKの内部にあ
る格子点として含む．これより，y > 1にKの頂点は存在しない．
(ii)Kの頂点が y <  1に含まれるとき
(i)と同様にして，y <  1でもどの格子点を頂点として与えても y =  1上の格子点をK
の内部にある格子点として含むので，y <  1にはKの頂点は存在しない．
(iii）Kの頂点が y = 0に含まれるとき
0; 1でない整数mに対してM(m; 0) をK 上の点として与えることができるかを考える．
m   2のとき，( 1; 0)を内部にある格子点として含んでしまうので不適である．m  3
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のとき，(2; 0)を内部にある格子点として含んでしまうので不適である．したがって，頂
点として与えることができるのはm =  1; 2．
以上より，Kの頂点は全て
( 1; 0) [ (2; 0) [ f(x; y) j x; y 2 Z; y = 1g [ f(x; y) j x; y 2 Z; y =  1g
に含まれる．（図 8）□
y
xA B
y = 1
y =  1
( 1; 0) (2; 0)
図 8: ( 1; 0) [ (2; 0) [ f(x; y) j x; y 2 Z; y = 1g [ f(x; y) j x; y 2 Z; y =  1g
これをふまえて，（II）を示す．
証明 (定理 3:1（II）) A(K)の最大値を考える．A(K)の値が最大となるようなK を 1
つとり，K 0とする．y = 1以外で頂点になりうる点をそれぞれ P ( 1; 0)，Q(2; 0)とお
く．Kの辺が y = 0 ( 1 < x < 0)と交点を持つとき，その交点をP まで延ばすことで，i
を変えずに，A(K)の値が大きくなるようなKを作ることができる．したがって，K 0は
P を通る．同様にして，K 0はQを通る．
さらに，P がKの頂点であるとき，P を通る辺のうちどちらか一方を，もう一方を延
長した直線に重なるように延ばす．この操作によって iを変えずによりA(K)の値が大き
くなるKを作ることができる．
したがって，Kは三角形，四角形，五角形，六角形のいずれかなので，K 0は三角形ま
たは四角形となる．これより，K 0の頂点は全て y = 1上にあり，P，Qをそれぞれ通る
辺を持つ高さ 2の三角形または四角形である．
（i）三角形
K 0の候補をK3とする．PQの長さが 3であることから中点連結定理より，K3の底辺
は 6．よって
A(K3) = 6・2・1
2
= 6
となる．また，このとき d  6である．
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xy
A B
P Q
図 9: K3の例
（ii）四角形
K 0の候補をK4とする．K4は全ての頂点が y = 1上にあることから台形であるから，
(y = 1上のK4の辺の格子長) + (y =  1上のK4の辺の格子長)
= 2(PQの格子長)
である．したがって，
A(K4) = 2・3・2・1
2
= 6
となる．また，このとき d  3である．
P
BA
Q
y
x
図 10: K4の例
以上より，
A(K 0) = 6
であり，
A(K)  6
となるから，Pickの公式より，
val(p)  10
である．□
また，注意として以下が成り立っている．
注意 3.1 一般に，頂点が全て y = 1上にあり，x = 0上にある 2点 P，Qをそれぞれ通
る辺を持つ高さ 2の三角形と四角形は面積が等しくなる．
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3.2.4 内部の格子点が 3個の場合
最後に，（IV）を示す．
証明 (定理 3:1（IV）) i = 3とする．d  4でKが存在する．Kの内部にある格子点O，
A，Bの並び方は以下の 2通りである．
（i）O，A，Bの 3点全てが一直線上に並ぶとき．（図 11）
OA B
図 11: （i）
（ii） !OA，  !OBが原始方向ベクトルかつ一次独立となるとき．（図 12）
O
A
B
図 12: （ii）
以下，それぞれ示す．
（i）O，A，Bの 3点全てが一直線上に並ぶとき
K 0の候補をKaとする．Zアフィン変換を行うことで，O(0; 0)，A(1; 0)，B( 1; 0)とし
て考えてよい．これより，補題 3:1と同様に，Kの頂点は全て
( 2; 0) [ (2; 0) [ f(x; y) j x; y 2 Z; y = 1g [ f(x; y) j x; y 2 Z; y = 1g
に含まれる.
したがって，
A(Ka) = 4・2 = 8
となる．また，このとき d  5である．
y
xB O A
図 13: Kaの例
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（ii） !OA，  !OBが原始方向ベクトルかつ一次独立となるとき
Kの頂点は fConvfO;A;Bggcに必ず含まれる．Zアフィン変換をすることで，内部に
ある格子点をそれぞれO(0; 0)，A(1; 0)，B(0; 1)としてよい．
ConvfO;A;Bgの任意の 2頂点に対してConvfO;A;Bgのない側でそれぞれ補題 3:1(i)
と同様の議論をしていく．すると，点O，Aから y <  1，点O，Bから x <  1でそれ
ぞれKの頂点が存在しないことがわかる．点A，Bについては，直線ABと格子幅が最
少値となる y =  x+ 2上の格子点で補題 3:1(i)と同様の議論をすることで，y >  x+ 2
でKの頂点が存在しないことがわかる．
したがって，Kの頂点は，
f(x; y) j x; y 2 Z; y =  1g [ f(x; y) j x; y 2 Z; x =  1g [ f(x; y) j x; y 2 Z; y =  x+ 2g
に含まれる．これより，K 0の候補をKbとすると，Kbは y =  1，x =  1，y =  x + 2
で囲まれる格子凸多角形となる．（14）つまり ( 1; 1)，(3; 1)，( 1; 3)を頂点として持
つ三角形である．よって，
A(Kb) = 4・4・1
2
= 8
となる．また，このとき d  4である．
y
xO A
B
( 1; 1) (3; 1)
( 1; 3)
図 14: Kb
以上より，
A(K)  8
となる．また，このとき d  4である．したがって，Pickの公式より，
val(p)  8
となる．□
また、K の任意の内部にある格子点の並び方に対して，補題 3:1(i)と同様の議論をK
の辺ごとにすることで以下がわかる．
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命題 3.2 i = n (n 2N ; n  3)となる格子多角形Kに対して，内部にある格子点をそれ
ぞれAj（j 2N ; 1  j  n）とおく．
A(K)が最大値をとるKは fAj j j 2N ; 1  j  ng の各辺と平行かつ格子幅の最小な
直線に各辺が含まれる格子多角形となる．（図 15）
ConvfKの内部にある点 g
Kの頂点が取りうる領域
図 15: 内部にある格子点の凸包に対するK
これより，各Ajの配置を与えることでKの形を分類することができる．定理 3:1より，
以下の主定理がいえる．
3.3 主定理
主定理 dを正整数とする．非特異な d次トロピカル平面曲線に対して，その補空間の有
界領域の数を i，非有界領域の数を kとする．このとき，(i; d; k)は以下をみたす．
（I）i = 0のとき，d  1であり，
d = 1; 2ならば， k  d2 + 2，
d  3ならば，k  2d+ 1となる．
（II）i = 1のとき，d  3であり，k  9となる．
（III）i = 2のとき，d  4であり，k  10となる．
（IV）i = 3のとき，d  4であり，k  12となる．
また，各 (d; i)に対して，kの最大値を与える f は全て存在する．
表に整理すると以下のようになる．このとき，以上，は以下を表す．
i
d
k
0
1 2  3
 d2 + 2  2d+ 1
1 2 3
 3  4  4
 9  10  12
表 1: (i; d; k)の値
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また，これまで 3次トロピカル平面曲線の分類 [12]と，反射的多角形に対応するトロピ
カル平面曲線の分類 [3]が知られている．これらを合わせることで，i = 1の場合，V (f)
のZアフィン同値類は図 16の 64個に分類される．（ただし，分岐点から延びる非有界辺
は省略する．）
k = 3 k = 4 k = 5
k = 6
k = 7
k = 8
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k = 9
図 16: i = 1の場合の V (f)
例 3.1 (d; i; k)ごとの f と Subdivf の例を挙げると，以下のようになる．
（I）i = 0の場合
(i; d; k) = (0; 1; 3)のとき，
f =“0 + x+ y”
0 0
0
図 17: (i; d; k) = (0; 1; 3)のときの Subdivf
(i; d; k) = (0; 2; 6)のとき，
f =“1 + 3x+ 4x2 + y + 1y2 + 1xy”
0
1 3 4
1
1
図 18: (i; d; k) = (0; 2; 6)のときの Subdivf
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(i; d; k) = (0; 3; 7)のとき，
f =“3 + 1x+ 3x2 + 4x3 + 1y + xy + 1x2y”
1 3 4
1
3
1 0
図 19: (i; d; k) = (0; 3; 7)のときの Subdivf
（II）(i; d; k) = (1; 3; 9)のとき，
f =“3 + 1x+ 3x2 + 4x3 + 1y + 3y2 + 4y3 + xy + 1x2y + 1xy2”
0
1 3 4
1
1
3
1
3
4
図 20: (i; d; k) = (1; 3; 9)のときの Subdivf
（III）(i; d; k) = (2; 4; 10)のとき，
f =“7 + 3x+ 1x2 + 3x3 + 4x4 + 4y + 7y2 + 1xy + x2y + 1x3y + 3xy2 + 1x2y2”
0
1 3 4
1
1
3
1
37
4
7
図 21: (i; d; k) = (2; 4; 10)のときの Subdivf
（IV）(i; d; k) = (3; 4; 12)のとき，
f =“7+ 3x+1x2+3x3+4x4+7x5+4y+7y2+1xy+ x2y+1x3y+4x4y+3xy2+
1x2y2 + 3x3y2”
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01 3 4
1
1
3
1
37
4
7
3
4
7
図 22: (i; d; k) = (2; 4; 10)のときの Subdivf
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